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1 Введение 
Исследование спектральных задач теории диэлектрических вол­
новодов и разработка численных методов их решения нривлека­
ют большое внимание (см., например, [1]-(4] и цитированную там 
литературу). 
Традиционный подход к изучению цилиндрических волно1ю­
дов основывается на опреде.Тiении их собственных волн: электро­
магнитных волн вида Ф(х) exp(i(wt - (3z)), где х - вектор попе­
речных координат, :: - продольная коордю1ата, /З - продольная 
постоянная распространения, w - частота колебании по времени 
l . Особенный интерес представляют поверхностные волны: их ам­
плитуда Ф(х) экспоненциально стремится к нулю при lxl - оо, 
а постоянная распространения /З - вещественное число. 
Длм волноводов со слабо меняющейся по сечению диэлек­
трической проницаемостью широкое распространение получило 
"приближение слабонаправляющего волновода" (2], которое при­
водит к скалярной параметрической задаче на собственные зна­
чения для уравненим Гельмгольца на плоскости . В качестве ис­
комых параметров здесь выступают >. = w2 и µ = /3 2 . 
Хорошо известно точное решение этой задачи для однородно­
го волновода кругового поперечного сечения (2]: получено транс­
цендентное алгебраическое (характеристическое) урав11сние, свя­
:зывающее >. и µ. На практике используется большой диапазон 
волноводов (однородные волокна произвольной геометрии, во­
локна с переменной по сечению диэлектрической проницаемо­
стью , волноводы, состоящие из двух и более параллельных во­
.11окон), д.11я которых нельзя получить точных решений. Для ря­
да конкретных волноведущих структур получены приближенные 
решения (см . , например (2]). Разработано большое количество 
различных численных методов (см., например, обзоры [3], (4]). В 
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[5] - [7] предложен и исследован метод расчета однородных волно­
водов с произвольным контуром попереqного сечения, основан­
ный на эквива.11е11тном сведении метол.ом контурных инте1·раль­
ных уравнений исходной задачи к неJJинейной спектральной за­
даче длн фредгольмовой голоморфной оператор-функции . 
Задачи в неограниченных областях •1асто во:iникают в раэ­
JIИЧifЫХ областях приложений, таких как акустика, электромаг­
нетизм, аэродинамика, геофизика, подземная гидромеханика, ме­
теорология и т.д .. Существуют различные подходы для прибли­
женного решения таких задач . Один из наиболее распространен­
ных подходов базируется на µеаJJизации следующих четырех ша­
гов : 
1. введение искусственной границы Г, разбивающей исходную 
область на две части : коне•шую расчетную область П и и 
неограниченную область П00 ; 
2. постановка некоторых краевых условий на Г ( обеспечива­
ющих, в частности, корректность задачи в области П); 
3. решение задачи в ограниченной области П каким-либо чи­
сленным методом; 
1. нахождение решения в области П00 (если это необходимо) . 
Наиболее ответственным в этом подходе является второй шаг; 
искусственное краевое условие должно быть достаточно точным 
и простым, чтобы обеспечить успех метода. Особенно зто важно 
при решении волновых задач (проблема постановки прозрачных, 
не отражающих краевых условий). 
Стандартный и часто используемый способ постановки крае­
вых условий на Г - зто просто перенос их с бесконечности. Одна­
ко этот подход не во всех задачах и не всегда являете.я эффек­
тивным, поскольку в этом с.nучае область П с необходимостью 
доJJжна выбираться достаточно "большой", что приводит к ко­
нечномерной зада'lе большой размерности . 
Большинство из предложенных краевых условий на искус­
ственной границе .являются локальными и приближенными [8]. 
Более привлекательными .являются точные нелокальные усло­
вия, среди которых отметим постановки на основе интегральных 
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уравнений. Это условие имеет вид 
дu дv = -Sгtt, 
где v - единичный вектор внешней относительно области Q нор­
мали к Г, Sг - неявно заданный нелокальный оператор, для вы­
числения которого требуется решение некоторого интегрального 
уравнения на Г. В связи с этим отметим работы [9] - [13], по­
свяшенные комбинированию метода конечных элементов и гра­
ничных интегральных уравнений . Относительно исходной зада­
чи в этом методе нредполагается, что у уравнении в области f2 00 
известно фундаментальное решение. Недостатком этого метода 
является неявность задания оператора S'r и достаточная слож­
ность его вычислении . 
Указанного недостатка лишен метод, предложенный в [14], в 
котором контур Г выбирается специальным образом так, что ис­
ходная задача в области П00 при известном на границе Г реше­
нии может быть решена точно методом Фурье (методом разде­
ления переменных), например, в виде окружности (эллипса) в 
двумерном случае или сферы - в трехмерном . Дифференциро­
ван ием найденного решения и определяется оператор Sr. Метод 
прост в реализации и, как показывают теоретические оценки и 
вычислительные эксперименты, является очень эффективным. 
Далее будет показано применение этого метода для числен­
ного решения задачи о собственных волнах слабонаправляющих 
диэлектрических волноводов методом конечных элементов. 
Кроме того, в данной статье мы представляем полный тео­
ретический анализ существования поверхностных волн слабона­
правляющих диэлектрических волноводов произвольной геоме­
трии и распределения диэлектрической проницаемости, охваты­
вающий большинство практически интересных случаев. 
Распространенным методом исследования существования ре­
шений спектральных задач в неограниченных областях являет­
ся использование спектральной теории неограниченных операто­
ров. На этом пути удалось получить ряд интересных результатов 
(см ., например , [15) - [17)) . R частности, в работе [15] изучены те 
же вопросы, касающиеся существования решений, которые рас­
сматриваем и мы в настоящей статье , но в векторном случае . 
Описанный выше подход сведения исходной задачи на плоскости 
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к задаче в ограниченной области с нелокальным краевым усло­
вием на ее границе позволяет нам использовать результаты те­
ории самосопряженных компактных операторов в гильбертовом 
пространстве для исследования существования ее решений . Эта 
методика, на наш взгляд, является не только более конструк­
тив1юй с практическоt! точки зрения, но и приводит к новым ре­
зультатам по сrавнению, с полученными при помощи техники не­
ограt~иченных операторов. Так, например, нам удпется построить 
достаточно простые уравнения, определяющие количество реше­
ний задачи (уравнения отсе•rки). 
2 Формулировка задачи 
Задача о собственных поверхностных волнах слабонаправляюще­
го диэлектрического волновода состоит в отыскании таких поло­
жительных значений параметров >. и µ, при которых существуют 
экспонс11циа.11ьно убывающие на бесконечности нетривиальные 
решения и следующей задачи [2]: 
- Ли+ µи= >.t:u, х Е n; U n0 , 
[и]1 =О, [uv] 1 =О . 
(1) 
(2) 
Здесь t:(x) - диэлектрическая проницаемость волновода и окру­
жающей среды при х Е n; их Е n0 соответственно, t:(x) = t: 00 = 
const в n,, >. = w 2 , w - частота электромагнитных колебаниt!, 
µ = /32 , f3 ·- продольная постоянная распространения, и,) - про­
изводная по внешней нормали к границе / ограниченной, не обя­
зате,11ыю связной, области n; на плоскости R 2 , ne = R2 \ Q;, (u] 1 
- скачок функции на коt~туре / . 
Будем считать, что начало координат лежит в n;, t: Е C(Q;), 
каждая связная компонента границы 'У является липшицевой 
кривой , 
min t:(x) ~ € 00 , t:+ = max t:(x) > € 00 >О. (3) xen; xen, 
Задача (1), (2) представляет собой параметрическую задачу на 
собственные значения. Можно принятьµ за параметр, а>. за соб­
ственное значение и изучить поведение функцииµ-.>.(µ) . Имен­
но так мы и поступим в настоящей работе. Оба подхода эквива­
лентны. Далее мы покажем, что отображениеµ-.>.(µ) является 
взаимно однозна•1ным. 
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Укажем простые ограничения на параметры Л иµ . Если и -
КJJассическое решение задачи (1), (2) при некоторых Л и µ, то в 
области rl e справедливо уравнение 
-Ли+(µ- Ле00 )и =О, х Е П_. 
Оно имеет экспоненциально убывающее на бесковечности реше­
ние только тогда, когда (18], 
µ Л < - = Л+(µ). 
€00 
Далее, умножая уравнение ( 1) на функцию и и интегрируя по х Е 
R2 , по.r~учим соотношение, из которого следует, что Л > µ/Е+ = 
,\_(µ).Таким образом, условие 
(µ , Л) ЕЛ. Л = U Лµ, Лµ = (Л_(µ), Л+(µ)) (4) 
µ>0 
является необходимым для разрешимости задачи (1), (2), и далее 
мы всегда будем предполагать его выполненным. 
3 Эквивалентные определения 
обобщенного реiпения 
Дадим два определения обобщенного решения поставленной за­
дачи . Первое из них является традиционным и используется 
нами для установления свойств собственных функций. Второе 
определение позволит нам на основе теории самосопряженных 
компактных операторов в гильбертовом пространстве установитn 
разрешимость зада•ш . 
3.1 Обобщенное решение в неограниченно« 
области 
Введем пространство Собо.rJева Н 1 = WJ(R2 ) с нормой 
llиJl~.ю = j (и2 + \У'и\2 ) dx. 
R~ 
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Рассмотрим -задачу : иайти вес такие пары (µ, ..\) Е Л , при ко­
торых существуют фую;;и,ии и Е Н 1 \ {О}, удовлетворяющие для 
любой фун.ки,ии i • Е Н 1 тождеству 
(Р1) J ('Vu · \711 + µиv) dx = >. J t:ttV dx . 
R> R> 
Если (µ,..\ , и) является решением задачи (1), (2) , то справед­
ливо тождество (Р1 ). В этом легко убедиться , если умножить 
уравнение (1) на произвольную функцию v Е Н 1 и воспользо­
ваться формулой интегрирования по частям . Верно и обратное 
утверждение. Выбиран в (Р1 ) функцию t 1 с носителем в П; (!.1 0 ) , 
полу •1аем. что уравнение (1) о области !.'2; (П,) удовлетворяет­
ся в смысле распределений , а , следовательно, в силу регуляр­
ности решений краевых задач, и в классическом смысле . Вы­
бирая функцию 11 произвольной на / , получаем второе равен­
ство в (2). Раве11ство [u]-r = О справедливо для любой функции 
и Е Н 1 . Далее, поскольку функция и удовлетворяет уравнению 
-дu + (µ - ..\е 00 )и =О , х Е n. , то она является жспоненциалыю 
убывающей на бесконе'iности в силу условия(µ , ..\) ЕЛ . 
3.2 Обобщенное решение в ограниченноit 
области 
Обозначим через П открытый круг радиуса R такой , что П; с П , 
Г = дQ - граница П и пусть П00 = R2\П;. Введем пространства 
V = WJ(Sl) , Voo = WJ(Пoo ) , V~ = {v Е i100 : vl -r =О}. Через(-, · ) 
обозначим скалярное произведение в V . 
Тождество ( Р1 ) представим в виде 
J ('Vu · \711 + µuv) dx + J ('Vu · 'Vv + u 2uv) dx = ..\ J eu v dx, (5) 
n П00 П 
где и = .,/ µ - >le00 , v произвольная функция из Н 1 . Выбирая 
здесь v тождественно равной нулю в n, получим 
J ('Vu · 'Vv + u 2uv) dx =О (6) 
n"" 
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для любой функции v из '\/~. При фиксированном q > О и задан­
ном следе и на Г тождество (6) можно рассматривать как уравне­
ние, позволяющее определить специальное (метагармоническое) 
продолжение и с г в неограниченную область noo. Для произ­
вольно заданной фуикции и Е Wi 12(Г) через и" Е V00 обозна­
чим ее метагармоническое продолжение в область f2 00 • Очевид­
но, указанное продолжение существует при и > О, определяется 
единственным образом и , кроме того, 
Введем оператор Sг(и) : V-+ V, 
(Sг(и)и,v)= J ('Vu" · 'Vv"+q2u"v")dx, 
1100 
где и и v - произвольные функции и~:1 V, и" и v" - метагармо­
нические продолжения в область noo следов функций и и v на 
г. 
Ограничиваясь в тождестве (5) только такими функциями v, 
которые допускают метагармоническое продолжение с контура 
Г В область f2oo, И уЧИТЫВаЯ , ЧТО U = Ии В f2oo, Получаем, ЧТО 
решение задачи (Р1 ) удовлетворяет тождеству 
J (\i'u · 'Vv + µuv) dx + (Sг(и)и, v) = ,\ J t:иv dx Vv Е V. (8) 
п п 
Очевидно, верно и обратное утверждение. Пусть(µ , ,\, и) удовле­
творяет тождеству (8). Осуществим метагармоническое продол­
жение функции и с области f2 в П00 . Полученную функцию, опре­
деленную в R2 , обозначим опять через и. Очевидно, и Е Н 1 . 
Тогда из (8) приходим к (5), если воспользоватся определением 
формы (Sг(и)и, ti) и тем, что 
J ('Vиu · VVu + u2 и"vu) dx = J ('Vu" · \i'v + a 2u"v) dx 't/v Е Н 1 . 
В дальнейшем эквивалентность задач ( Р1 ) и (8) будем понимать 
именно в указанном смысле. 
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3.3 Явныii вид оператора S'г( О") 
Область n была выбрана в виде круга радиус.а с. центром в ну­
ле для того, чтобы можно было по.11учить явное представление 
S'г(и) . 
Лемма 1 Sг(и) са.1t-tосопр.яженнъtt~ оператор. 
Поско.'lьку оператор Sг( и) непрерывен , а множество бссконечно­
дифференцируемых функций плотно в V , то достаточно опре­
делить Sr(u) лишь на гладких функциях . Интегрированием по 
частям убеждаемся , что д.r~я его оnредРленш1 нам необходимо 
найти такую функцию tt a Е V00 , что 
и положить 
J дuа (Sг(а)и, i1) = - дr 11 dcp . 
r 
Здесь ( r , ер) полярные координаты точки х. Решение этой задачи 
легко находится с помощью метода разде.'lения переменных и 
имеет вид 
. . ~ 1 К n ( ur) . . Ь ( ) . 
ua(r, <р) = ~ Kn(uR) (an(u) cos(ncp) + n u sш(пср)) , 
где для п =О, 1,2 , .. . 
2,,. 2" 
an(u) = 1 J u(R, ср) cos(ncp)dcp, 
о 
bn(u) = ~ j u(R,cp)sin(ncp)dcp, 
о 
Kn(z) - модифицированная функция Бесселя порядка n, штрих 
у суммы означает, что нулевой член умножается на 0.5 . Следо­
вательно, 
диа 1 1 ~' . а;:- r=R = -R~ Н n(uR) (an(u) cos(ncp) + bn(u) sш(ncp)) , 
н { ) - - I<~(z) n Z - Z . 
I<n(z) 
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Известно, что модифицированные фупкции Бесселя Кп(z) поло­
жительны при вещественных z > О, n > О, а также 
Отсюда следует другая формула для вычисления функций Нп(z) 
И ИХ 110.i\ОЖИТеJJЬ/ЮСТЬ: 
Kn-1(z) Нп(::) = п + z Kn(z) >О , n ~ 1, K1(z) Н o(z) = z Ko(z) >О. 
Из полученных соотношений следует искомая формула 
00 
(S'r(O")u, v) = L' Н п(О"Н) (an(u)an(ti) + Ьn(tt)bn(v)). 
n::O 
3.4 Операторная формулировка задачи 
Определим для .1кех пар (Jt, Л) ЕЛ, операторы А0 , S(O") , В0 , В 
v __. 1/: 
(Аои, t') = J V'u · V't• dx + f п (an(u)an('u) + bn(u)bn(v)), 
!1 n=l 
_ O"RK1(0"R) (~(O")u, v) = 2 Ko(O"R) ao(u)ao(t')+ 
~ Кп-1(0"R) ( 
+ ~ crR Kn(crR) an(u)an(v) + bn(u)bn(v)), 
(Во ·и , v) = j uv dx, 
n 
(Ви, v) = J c:uvdx , 
n 
где и, и произвольные функции из пространства V, О" = J µ - АС:00 . 
Задача (8) может быть сформулирована теперь следующим обра­
зом: найти все такие паръt (µ, Л) Е А, при которых существуют 
нетривиалъиые решения зада"lu 
(Р2) Лµ(Л)и = ЛВи , Аµ(Л) = Ао + JtBo + 8(0") . 
Отметим существенные для нас свойства операторов задачи ( Р2 ). 
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Лемма 2 Операторы А0 , S((Т), Л0 , 13 Ябля10111ся самосопряж:е'Н­
ны.л{u . /\роме того, 
1. Ао ~О, S(u) ~ О, Во >О, В > О; 
2. S( и), Но, В - -компа-ктпные операторъ1; 
;J. при любом и> О оператор-функи,иJ1 S(u) нспрерывио 
диффере'Ни,ируе.ма, llS(u)ll ....... О при и--> О; 
4. j/Аµ(Л) - A1,(17)jj - О при Л __. 17, Л, 1J ЕЛµ; 
.5. (Аµ(Х)и, u) ~ (А.µ(ТJ)и, и) при Л ~ 11, Л, 17 ЕЛµ, и Е V. 
Утверждения леммы легко доказываются, если воспользоваться 
следующей эквиваJ\ентной нормировкой пространства. wi 1\Г) 
(см., напр., (19, с.29]), 
со 
llиll~1 2 , г = L (п + 1) (a;(u) + Ь~(и)), 
n=O 
компактностью вложения Wi(П) в f, 2(П), и свойствами функций 
Бесселя. 
4 Существование решениii задачи 
Обозначим через µk собственные числа задачи 
Аои =µСи, 1 С= -В-Во, 
€00 
занумерованные с учетом кратности: 
О= µ1 < µ2 S µз S ". S µ" S "., Jln---+ оо, п - оо. 
(9) 
Уравнение (9) будем называть уравнением отсечки, а собствен­
ные значения µk - точками отсечки. Эти понятия имеют фунда­
ментальное значение для рассматриваемой нами задачи. 
Для µ > О определим целочисленную функцию 
п(µ) = max{k: µk < µ}. (10) 
Следующая теорема описывает все множество решений задачи 
(Р2). 
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Теорема 1 Пусть µk - то-чки отсе'l~и, футсци.я n(µ) опреде­
лена фор.му.лоil, (10) . Тогда д.л.я любогоµ >О зада-ча (Р2) имеет 
ровно п(µ) решений (Jt , Л;(µ), и;(µ)) , 
.>._(µ) < Л1(µ)::; Л2(µ)::; ... ::; ЛntµJ(11) < Л+(µ) 
Если Лk-1(µ) < Лk(µ) = Лk+1(µ) = ... = Лнт-1(µ) < Лнm(µ), 
то собственные функции и;(µ. ) , i = k , ... , k + т - 1 , могут быть 
б'ЫбраН'Ьl орmонор.ЧированНЫ.Ми. /( иждос 'ЧиСЛО ). = ).k (µ) , k 2:: 1, 
.явл.яетс.я единственным корне.А~ уравнения 
R ( , . ) = (Аон + 11Rаи + S(l1)u, и) µЛ , U (Ви,и) . 
При фиксированном µ задача (Р2 ) представляет собой симме­
тричную задачу на собственные значения вида 
А(Л)и = ЛВи, Л Е Л, ( 11) 
в которую спектральный параметр Л Е Лµ входит нелинейно. 
И сследование существования решений задачи такого вида мы 
основываем на изучении зависимости собственных значений 1' 
обычной симметричной спектральной задачи А.(Л)и = 1Ви от 
параметра,\ и разрешимости уравнения r(Л) = ,\ (20) . Ключевую 
роль в анализе играет монотонность и непрерывность оператор­
функции А(Л). В конечномерном случае задача такого типа была 
рассмотрена в (21) , аналогичная абстрактная задача в [22]. 
Как следует из теоремы, при любом f..t > О задача ( Р2) , следо­
вательно, и исходная задача (Р1 ), всегда имеет по крайней .мере 
одно решение , а чисJiо всех решений увеличивается с ростомµ и 
стремится к бесконечности при µ _, оо. Для каждого конечного 
значения µ > О имеется не более конечного числа решений. 
Функции µ _, Лk(µ) называются дисперсионными кривыми и 
являются основными неизвестными задачи. Следующая теорема 
описывает их свойства . 
Теорема 2 При всех k ~ 1 дисперсиоиные ~:ривые Л = Лk (µ ), 
определенные на (µk, оо), .яв.л.яютс.я лип шицевы"ми, возрастаю-
Щи.Аtи U 
lim ,\k(µ) = ~ 
µ-оо µ Е+ 
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Предыдущие утверждения содержали мало информации о соб­
ственных функциях '3адачи (Р2 ) . Необходимую информацию лег­
ко полу•шть, если воспользоваться теоремой 1 и эквивалентно­
стью задач (Р2) и (/'1 ). 
Пусть (..\.k(.Lt), щ(р)) - решения задачи (Р2) лри фиксирован­
ном µ. Осуществим метаrа1нюническое продолжение функции 
иk(Jt) с области П u П00 . Полученную функцию, определенную 
в R2, обозначим через uk(1.t). Для любой функции v Е Н 1 имеем 
j (\7uk(µ) · \i'v + µuk(µ)v) dx = >. j ~иk(µ)v dx . 
н2 н2 
Используя теорему 1 и единственность метаrармоническоrо про­
должения, стандартными рассуждениями доказывается следую­
щая 
Теорема 3 Собственные функции uk(µ), соответствующие раз­
ли•тым собственны.м -числам >.k (µ) ортогональны : 
j ~uk(µ)um(µ) dx =О. 
R> 
Если Лk-1(µ) < Лk(µ) = Лн1(µ) = ." = Лk+m-1(Jt) < Лт(µ), 
то собственные функции иi(µ) , i = k, " " k + т - 1, могут б'Ьtтъ 
выбраны ортонормированными . 
5 Определение приближенного 
решения 
Прежде чем определить дискретизацию задачи (Р2 ), опишем 
1/2 предварительно аппроксимацию пространств v' и Vг = W2 (Г) . 
Для этого окружность Г разобьем на nг равных частей длины h: 
/i = {(R, tr?): Ф; < 11' < Фiн}, i = 1, ... , nг, Фпг+~ = Ф1. 
Ломанную, полученную соединением соседних узлов на Г, обо­
значим через rh. Далее, область n разобьем на треугольники т 
_максимального диаметра h так, чтобы два соседних треугольни­
ка имели лИбо общую сторону, либо общую вершину. Множество 
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всех полученных треугольников обозначим через Th . Будем счи­
тать, что 
r2h = U т с n, anh = гh. 
тет. 
Множество вершин треугольников из Th будем называть узлами 
сетки. Общее число узлов обозначим через n, через nп - число 
внутренних узлов, пронумерованных пос,,е граничных. 
Пусть V/! - множество непрерывных на Г функций , линейных 
на каждом элементе /i. Базис Лагранжа в нем обозначим через 
{ 1/-•;, i = 1, ... , nг }. Таким образом, 
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uh = L щ~/;; 'r/uh Е i'/ . 
i=l 
( l 2) 
Пусть, далее , Vh - множество непрерывных в об;1асти Qh функ­
ций, линейных на каждом конечном элементе т Е Th· Базис Ла­
гранжа в нем обозначим через { t.p;, i = 1, ... , п}, так что 
n 
Uh = Ltli'Pi 'r/u. Е vh. 
i=l 
(13) 
Отмстим, что функции uh и и" совпадают в граничных узлах 
сетки, и и" однозначно определяется по uh. 
Определим операторы, действующие в R" : 
(А~ти, v) = j \lu" · 'iluhd1·+ f n (a 11 (uh)a 11 (t1h) + b"(uh)bn(vh)), 
п. n=\ 
m 
(S"m(cт)u, 1) = L' D11 (ст) (a 11 (u")an(v") + Ьn(uh)Ьn(v")), 
n=O 
11) ( .) = RKn-i(cтR) 
" ст ст Кn(ст R) ' п ~ 1, 
(Bgu, v) = j uhvhdx, 
п. 
(Bhu , v) = j euht1hdx, 
п. 
где(·,-) - каноническое скалярное произведение в R", и, v - век­
тора узловых параметров длины п с компонентами Ui, Vi; функ­
ции и", vh, и" , tih определяются согласно формулам (12), (13) . 
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Сформулируем теперь дискретный анало1· задачи (Р2 ): itailmu 
все такие пары(µ, .>.h) Е Л , при которъtх существуют пстриви­
алыtъtе решения задачи 
Величина т в определении приближенного решения является до-
1юл11ительным параметром и выбирается из соображений точно­
сти решения . 
Отмстим, что ма:гриuы В11 , BS и матрица, соответствующая 
первому слагаемому в определении матрицы лнm, являются обыч­
ными для метода конечных элементов . 
Укажем способ вычисления матрицы 5hm, имеющей вил. 
Yij(u) = L' Dn(u) (an(t/J;)an(tPj) + bn( 1/1;)bn(tPj )) , 
n:O 
Для этого введем матрицы D(u) = diag(0 .5Do(u) , Di(u), ." , Dm(u)), 
Qa = {aj(1f;), i = 1, " " 11г , j =О, ". , rn}, 
Qь = {Ьj(ф;), i = 1, .", nг,j =О, ." , m}. 
Тогда, очевидно, G = Q0 D(O')Q~ + QьD(O')QJ, Элементы прямо­
угольных матриц Qa и Qь легко вычисляются по явным форму­
лам и не зависят от параметров .>. и µ. Аналогичные формулы 
справедливы и для соответствующей составляющей в определе­
нии л3m. 
Простые оценки погрешности аппроксимации показывают, что 
для обеспечения точности, свойственной линейным конечным 
элементам, величина т должна выбираться порядка ln(nr ). Та­
ким образом, вычисление матрицы G, а с нею и матриu 5hm(u) 
и .4~m(.>.) при заданныхµ,.>., может быть проведено экономично, 
Отметим также, что при естественной нумерации узлов сетки, 
матрицы А~т {...\) . .и Bh ЯВJUIЮIСЯ лентоЧllЬ!МИ с одинаковой щц­
риной ленты . 
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Использованный способ аппроксимации позволяет легко до­
казать аналог леммы 2 для операторов дискретной задачи . Обо­
значим через µz собственные числа задачи 
Ch = _I_Bh - В~, 
Еоо 
являющиеся аппроксимациями точек отсечки, занумерованные с 
учетом кратности: 
Для µ > О определим целочисленную функцию - приближение 
n(µ) : 
nh(µ) = max{k: f.tZ < µ}. 
Аналогично теореме 1 доказывается 
Теорема 1 Пусть h достаmо'Чио мало. Тогда дл.я любогоµ > О 
зада-ча (Pf) имеет ровио nh(µ) решениtl (µ,>.?(µ),и~(µ)), 
>._(µ) < >.~(µ) S Л~(µ) S ". S Л~~. ( µ)(µ) < >.+(µ). 
Если лz_1(µ) < лz(µ) = ЛZ+1(µ) = ". = >.Z+m-1(µ) < >.Z+m(JJ), 
то собственные фуикv,ии и?(µ), i= k,""k+m-1, .wогут быть 
выбраны ортонормированными . Каждое 'Число лh = лz(µ), k 2:: 1, 
.являете.я единственным корнем уравнения 
Лh = fk(Лh), >.h ЕЛ, ( 14) 
( ) . (A~mu + 1-1Bgu + S"m(O'n)u, и) fk >.h = mш max ------------
HkCR" vEHk (Bhu, и) 
При всех k 2:: 1 дис11ерсио11ные кривые >. = >.Z (µ), определеинъtе на 
(µZ, оо), являются липшиv,евъ~.wи. возрастающими фуикv,и.я.ми . 
6 Вычисление собственных значениii 
дискретноii задачи 
Для приближенного решения дискретной задачи, которую при 
фиксированномµ запишем в виде А(Л)и = ЛВи, Л Е Л, можно 
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использовать методы общего назначения (см., напр., обзор [23) и 
цитированную там литературу). Однако, с нашей точки зрения, 
:ни методы недостаточно эффективны для рассматриваемой на­
ми задачи, характерная особенность которой заключена в симме­
тричности :111дачи и монотонности оператора А(,\) по параметру 
,\. 
_Для задач сравнительно небольшой ра:змерности полезными 
могут оказаться следующие методы . 
а) Метод, основанныii на решении уравнениii (см. (14)) : 
,\ = fk(,\), ,\ Е Л для нахождения k-тoro собственного значения . 
Для вычисления функции fk ( ,\) при заданном ,\ в этом случае не­
обходимо отыскивать k-тое собственное значение rk (и собствен­
ную функцию uk) обычной спектральной задачи Л(Л)и = rBu. 
Отмстим , что функции fk(Л) являются дифференцируемыми и 
монотонно убывающими . После отыскания корня ,\k с требуемой 
точностью, пара ('Yk,uk), будет искомой собственной парой. 
б) Метод бисекции (алгоритм деления спектра) основан на 
следующей теореме (24). 
Теорема 1 I\ол11-чество собственных зна-чениil зада•tи (Pf), мень­
ших -чемµ ЕЛ, совпадает с -числом отрuцательньtх элементов 
v(D(µ)) дuагональноiJ матрицы D(µ) в разложении 
A(Jt) - 11В = L(µ)D(µ)Lт (µ) ( 15) 
с ни:нснеil треугольноiJ матрицей L(µ) , имеющей едини-чныс диа­
гональные эле.менты. 
Разложение (15) может быть получено методом Гаусса. Умения 
вычислять функцию v(D(µ)) достаточно, чтобы воспользовать­
ся программой ВISECT (25) для определения всех собственных 
чисел задачи (P2h) . 
7 Численные эксперименты 
Приведем результаты численного решения ряда конкретных спек­
тральных задач . 
Хорошо известно аналитическое решение задачи (1), (2) для 
однородного волновода кругового поперечного сечения (2). Мы 
использовали этот случ.ай .а ка.чостве тестового примера. Для 
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З .------.------r-----..------.-----..Uв.э 
u1 
2.5 
2 
1.5 u, 
1.5 2 2.5 з 
v 
Рис. 1: Дисперсионные кривые девяти мод во.1шовода, состоящего 
из трех стержней кругового поперечного сечения 
волновода, радиус которого равен 1, t+ = 2, fco = 1, уравне­
ние имеет едипr:твенный корень µ/ Л = 1.04095. l\.fы вьl'1исляли 
приближенные значения µ/ Л при различном числе узлов сетки 
п при R = 1. Результаты вы•1ислсний представлены в таблице 1. 
Зависимость Бот h аппрокси:v~ируется формулой Б = 0.027h 2 . 
Здесь h - максимальный размер эJ1ементов, Б - абсолютная ошиб­
ка вычисления µ/ Л. Мы проводили расчеты при разном числе 
слагаемых в ряде Фурье, m = 1, " " 20 . Ошибка вычислений в 
данном эксперименте от величины m нс зависела. 
Мы рассчитывали также различные волноведущие структу-
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U=1.4162 V=З 
0.5 
о 
-0.5 
·1 
·1.5 ·1 -0.5 о 0.5 1.5 
Рис. 2: Линии уровня квадрата основной собственной функции 
волновода, состоящего И'З трех стержней кругового поперечного 
сечения 
Таблица 1: Зависимость погрешности от •1исла узлов 
n 25 81 289 1089 4225 
h 0.39270 0.19635 0.09817 о .04909 0 .02454 
8 4.3306с-3 1.068Зе-З 2.6245е-4 6 .5726е-5 1.6461е-5 
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U=1.B4B2 V=3 U=1.B4B4 V=З 
0.5 0.5 
о о 
-0 .5 -0 .5 
-1 -1 
-1 о -1 о 
U=2.4697 V=З U=2.9159 V=З 
0.5 0.5 
о о 
-0.5 -0.5 
-1 -1 
-1 о -1 о 
Рис. З: J\инии уровня квадратов собственных функций высше­
го порядка волновода , состоящего из трех стержней кругового 
поперечного сеченим 
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U=2.5775 V=З U=2.5781 V=З 
0.5 0.5 
о о 
-0.5 -0 .5 
-1 -1 
-1 о -1 о 
U=2.9511 V=З U=2.9514 V•З 
0.5 0.5 
о о 
-0.5 -05 
-1 -1 
-1 о -1 о 
Рис. 4: Линии уровня квадратов собственных фу11кций высше­
го порядка волновода , состоящего из трех стержней кругового 
поперечного сечения 
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ры . В том числе, однородные волноводы прямоугольного и тре­
уголыюго поперечного сечения, волноводы кругового поперечно-
1·0 сечения с диэлектрической проницаемостью, изменяющейся 
по квадратичному закону. Результаты сравнивались с данными 
иэ работ [2], (26], (27], по.r~ученными различными приближенными 
методами. Во всех случаях наблюдалось хорошее согласование 
результатов. 
Для иллюстрации работоспособности предлагаемого метода 
приведем результаты расчетов для волновода, состоящего из 
трех касающихся друг друга паралJiсльных круговых волокоп 
с центрами в вершинах равностороннего треугоJiьника с дли­
ной стороны р. Радиус окружности Г = 1 . 3р. Вычислялись U = 
pj)...(e+ - µ) при фиксированных V = pj)...(e+ - t: 00 ) . Наблюда­
лась устойчивая сходимость метода по параметрам n и т. Ниже в 
таблице 2 приведены два значения И, из найденных 9, при V = 3, 
п = 268, h = 0.2 и различных т = 1, ... ,21. Следующая таблица 3 
Таблица 2: 
т 1 7 14 21 
U1 1.4524 1.4540 1.4540 1.4540 
U9 2.9242 2.9363 2.9363 2.9363 
показывает зависимость параметра И для девятой моды от числа 
узлов пи максимального h. ВычисJiения проводились при i1 = 3, 
т = 7: На рисунке 1 построены дисперсионные кривые, показы-
Таблица 3: 
n 188 268 4:~6 954 1660 2570 
h 0.25 0.2 0.15 0.1 0.075 О .Об 
Ug 2.9212 2.9363 2.9397 2.9493 2.9514 2.9520 
вающие зависимость И от V для первых девяти мод. Вычисленин 
проводились при n = 268 , h = 0.2, т = 7. Дисперсиою1ые кривые 
для И2 и Из, U;, и U6, Ив и U9 совпали с графической точностью. 
Соответствующие собственные значения являются кратными. 
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На рисунках 2 - 4 построены линии уровня квадратов соб­
ственных функций в расчетной области rl для V = 3. Вычисле­
ния проводились при n = 1660, /1 = 0.075. т = 7. 
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